

Перший етап XIV обласної учнівської інтернет-олімпіади з математики у 2021/2022 навчальному році

Відповіді І туру
11 клас
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1. Три квадрати розміщенні, як показано на рисунку. Знайти величину кута між прямими АВ і CD. 
[image: ]Розв’язання. 
Нехай сторона квадрата дорівнює  
тоді   і .
P З трикутника , де  за теоремою косинусів :  ,  тобто  , звідки . Тоді .

ІІ. Спосіб. Використати скалярний добуток векторів.


2. Діагоналі опуклого чотирикутника ABCD перетинаються в точці Е. 
АВ= AD, AC – бісектриса кута С,  ,   . Знайти кут CDB. 

Розв’язання.  Радіуси кіл, описаних навколо   і   рівні, отже
[image: ]   .




,
.


3. 
Розв’язати рівняння: , де [a] – ціла частина числа a, тобто найбільше ціле число, що не перевищує a.
Відповідь. з умов існування кореня   може набувати ще таких значень: -1, 0, 1. Залишається їх перебрати. Позначимо .
1) =-1,       ,  ,     ,   , 
2) =0,   ,  
3) =1,       
Відповідь.  
4.  У військовій частині кожному солдату присвоїли номер (натуральне число). Довільні два номери відрізняються принаймі в три рази. Солдат із номером «k» чергує «k» діб, потім «k» діб на чергування не призначається.Чи може командир такої частини організувати безперервне чергування? (В один день можуть чергувати кілька солдат, розпочинати чергувати солдати можуть не одночасно).
Розв’язання.                                                                                                                                                                      Запишемо номер кожного солдата в порядку спадання. У кожного солдата служба ділиться на два періоди: чергування та «не чергування». При цьому в кожного солдата періоди, принаймі, в три рази коротші, ніж в попереднього. Отже довільний період попереднього ділиться, як мінімум, на три частини періодами наступного, при цьому принаймі дві із цих частин є цілими періодами наступного. Таким чином, період «не чергування» солдата містить цілий, такий період, наступного. Продовжуючи ці міркування, знайдемо вкладений один водного набір періодів « не чергування» кожного солдата. В ту добу, що вхидить в найменший із вкладених періодів «не чергування», жоден солдат не чергує.   Тому командир такої частини організувати безперервне чергування не може. 
[bookmark: _GoBack]
5. SA, SB, SC - бісектриси плоских кутів триграного кута. Відомо, що
SA ꓕ SB. Знайдіть величину кута між площиною SAB та променем SC.
Розв’язання.                                                                                                                                          
[image: ]
На рисунку  SA,SB,SC- бісектриси плоских кутів триграного кута.Позначемо на ребрах даного кута одиничні вектори ,тоді напрямні вектори променів  SA,SB,SC:






6. Множина А містить чотири дійсних числа. Кожен елемент цієї множини дорівнює добутку трьох інших. Знайтіть усі такі множини.
Розв’язання. Позначимо елементи множини як a,b,c,d. 
1. Припустимо, що хоча б 1 елемент множини дорівнює 0. Нехай a=0. Тоді:

Аналогічно,  Перевіркою визначаємо, що  — розв’язок.
1. Якщо ж жоден елемент не дорівнює нулю, можна записати всі 4 рівняння з умови і поділити кожне на кожне:


Аналогічно доводимо для інших пар і отримуємо, що 
Тоді підставимо цю рівність у наступне рівняння:

Аналогічно, .
Отже, шукані множини складаються лише з 1 і -1. Всі варіанти розв’язків, а саме 5:
 (1;1;1;1), (1;1;1;-1), (1;1;-1;-1), (1;-1;-1;-1), (-1;-1;-1;-1).
Зрозуміло, що одиниць має бути парна кількість, інакше в одній з рівностей з умови вийде так, що справа число додатне, а зліва — від’ємне. Перевіривши, знайдемо: та всі перестановки цих множин. 
Відповідь: 
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