Перший етап XIІІ обласної учнівської інтернет-олімпіади з математики у 2020/2021 навчальному році

Відповіді до І туру
 					11 клас

1. Визначте, скільки різних рішень має ребус (різні букви – різні цифри):   О> Х > А > Й > Н < І < С < Т < Ь.

Розв’язання.
Ребус містить різних 9 букв, тому потрібно обрати 9 різних цифр. Це можна зробити 10- способами. Найменша із обраних цифр відповідає букві «Н». Після цього решту цифр ділимо на дві групи по 4 цифри. Одна група замінить О,Х,А,Й інша І,С,Т,Ь при цьому відповідність цифр буквам однозначна. Обрати 4 цифри із 8 є 70 способів. Отже загальна кількість способів 10*70=700.

2. Круглий стіл поділено на 6 секторів. У секторах стоять 6 фішок, по одній в кожному секторі. За один хід дозволяється переміщати дві фішки на один сектор кожну по кругу (в довільному напрямі). Чи можна за декілька ходів зібрати усі фішки в одному секторі? 
Розв’язання.
Припустимо, що можна зібрати усі фішки в одному секторі. Пронумеруємо їх числами від 0 до 5, починаючи з того в якому зібрано усі фішки. Тоді фішки, які знаходились в секторах з парними номерами, переміщували парну кількість разів (незалежно від того, в якому напрямку, і скільки разів змінювали цей напрямок), а фішки, які знаходились в секторах з непарними номерами, переміщували непарну кількість разів. Отже загальна кількість переміщень – непарна. Це суперечить умові, скільки за один хід переміщували дві фішки, тому кількість усіх переміщень непарна. Таким чином не можна за декілька ходів зібрати усі фішки в одному секторі.
Відповідь. Неможна 


3. Доведіть що: 
Розв’язання.
Розглянемо функцію  дана функція опукла в гору, оскільки  . Використовуючи нерівність Єнсена отримаємо:


Отримаємо
 


4. Знайдіть остачу при діленні многочлена
 на многочлен     
Розв’язання.
Виконаємо ділення многочлена на многочлен куточком:
х2020 + х202 + х22 + х + 1   х2018 − х2016
х2020 ― х2018                      х2  +  1
х2018  +  х202 
х2018 ― х2016 
х2016  + х202 + х22 + х + 1
Отже  остача:   х2016  + х202 + х22 + х + 1
Відповідь.   х2016  + х202 + х22 + х + 1.

5. На вечірці були присутні «n» людей. Деякі із них знайомі між собою, при цьому кожні два незнайомці мають двох спільних знайомих, а кожні два знайомих не мають спільних знайомих. Доведіть , що у кожного присутнього на вечірці однакова кількість знайомих.
Розв’язання.
Нехай особа «А» має к знайомих на вечірці: а1,а2,…ак. За умовою задачі жодні дві людини з множини а1,а2,…ак   незнайомі. Отже для пари ( аі ; аj) повинен існувати спільний знайомий крім  «А», крім того він незнайомий з «А». Також різним парам ( аі ; аj) відповідають різні люди. Таким чином людей незнайомих з «А» не менше   пар з множини : а1,а2,…ак .
Окрім того, кожен , хто знайомий з  «А», має з ним відповідно два спільних знайомих з множини а1,а2,…ак. При цьому різним людям відповідають різні пари. Таким чином, кількість людей, незнайомих з «А», не більше  . Отже n=1+k+- квадратне рівняння відносно , тому  . Очевидно, що лише один корінь додатний, що вказує на те, що кожен має однакову кількість знайомих. 

6 . АВС різносторонній трикутник. Відомо : 


Розв’язання.
З умови випливає, що ВС не найбільша сторона. З теореми синусів отримаємо
 .
Нехай 
. Отримали суперечність, отже  
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