Завдання №1
Довести, що вираз 52n+1 + 2n+4 + 2n+1 , ділиться на 23.
Розв`язання

1) Здіснимо тотожні перетворення виразу:
52n+1 + 2n+4 + 2n+1=5*52n + 16*2n + 2*2n=5*25n + 16*2n + 2*2n
2) Знайдемо остачу від ділення на 23 виразів 5*25n; 16*2n; 2*2n.
5*25n mod 23 = 5*(23+2)n mod 23 = 
= 5*(23n+ 23n-1*2 +…+ 23*2n-1 + 2n) mod 23 = 5*2n mod 23;
16*2n mod 23 = 16*2n mod 23;
2*2n mod 23 = 2*2n mod 23.
3) Додамо отримані остачі й отримаємо остачу від ділення на 23 виразу 
52n+1 + 2n+4 + 2n+1. Маємо:
5*2n + 16*2n + 2*2n mod 23 = 2n * (5 + 16+ 2) mod 23 = 2n * 23 mod 23  = = 0 mod 23.
4) Отже, вираз 52n+1 + 2n+4 + 2n+1 ділиться на 23 за будь-якого натурального значення n.
2 СПОСІБ
Застосуємо метод математичної індукції :
1) Нехай n=1 => 53+25+22 =161 ⋮ 23
2) Припустимо, що для всіх n=k твердження вірне, тобто 52k+1+2k+4+2k+1  ⋮ 23 – вірно
Доведем що n=k+1 є вірним твердженням
52(k+1)+1+2(k+1)+4+2(k+1)+2=5(2k+1)+1+2(k+4)+1+2(k+1)+1 =
=52(52k+1+2k+4+2k+1) -25*2k+4 -25*2k+1  +2*2k+4+2*2k+1=
=25(52k+1+2k+4+2k+1)-23*2k+4-23*2k+1 =>
(52k+1+2k+4+2k+1) ⋮ 23
23*2k+4 ⋮ 23
23*2k+1 ⋮ 23
Отже, 25(52k+1+2k+4+2k+1)-23*2k+4-23*2k+1 ⋮ 23 
З цього слідує, що і 52n+1+2n+4+2n+1 ⋮ 23
Отже, твердження доведено повністю.


Завдання №2

Знайти всі трійки (a,b,c), для яких множина розв’язків нерівності
||a b| c| 1 має рівно три спільні точки з відрізком 1;9.
Розв`язання
1) Введемо заміну x = t2. Тоді t = ; x є 1;9t є 1; 3
Отже, необхідно знайти всі трійки (a,b,c), для яких нерівність 
||atb| c| 1,  має рівно три корені на відрізку  1; 3
2) Для кожної такої трійки буде існувати ще одна, у якої знаки   a і  b протилежні. Вважаємо, що a >0.  Побудуємо графік функції y=||atb| c| при t є 1; 3
[image: ]
Оцінимо ситуацію:
1)  Кінці ламаної повинні знаходитися в точках (1;1) і (3;1)
2) Точки заломлення яких є три повинні належати проміжку (1;3) і середня повинна мати ординату 1, інакше множина розв’язків буде мати нуль, 1 або безліч розв’язки з проміжком [1;3].
3)Для побудови такого графіка потрібно дотриматись умов:
||a   b| c|=1; ||3a  b| c|=1; |c|=1, a>0,b<0, c<0
Отже с =-1;=>
|a+b|=0 або|a+b|=2
|3a+b|=0 або|3a+b|=2 
Розв’язавши системи отримаємо, що
a=1 b=-1 або a=1 b=-3 або a=2 b=-4
Зробимо перевірку, отримаємо що тільки a=2 b=-4 задовільнять умову задачі, також за означенням вище розв’язками будуть a=-2 b=4
Відповідь: (2;-4;-1) та (-2;4;-1) 
Завдання №3


В країні N торгували як місцевим, так і привізним вугіллям по ціні p грошових одиниць за тону. Після того, як влада країни N ввела мито на ввізне вугілля по d грошових одиниць за кожну тону, вугілля почало продаватись по  грошових одиниць за тону, а споживання вугілля настільки зменшилось, що прибуток за продане вугілля зберігся, причому місцевого вугілля продавалось за рік стільки ж, скільки до введення мита на іноземне вугілля. Знайти таке значення d , щоб прибуток N від мита був найбільшим ( якщо вугілля продавалось стільки ж, скільки й до введення мита).
Розв’язання





Припустимо, що до введення мита за рік було продано а тонн місцевого і b тонн іноземного . Отже, до введення мита прибуток складав  p(a+b) грошових одиниць. Кількість тонн вугілля ввезенного протягом року, після накладання мита, дорівнює . Оскільки за кожну тонну ввезенного вугілля влада  отримувала по d грошових одиниць, то весь їхній дохід за рік становить   грошових одиниць. Перепишемо останню рівність у вигляді    , звідки  (*)

Щоб d було  дійсним,  потрібно, щоб виконувалось  . Отже найбільше значення х  отримаємо за умови   4anpx=(npb-x)2. (**)

 Із умов  (*) і (**) маємо, що у цьому випадку  , (***)

тоді   

Відповідь: 



Завдання №4
Дано шахову дошку, яка нескінченна в усі боки. Чи можна на ній
розташувати нескінченну кількість ферзів так, щоб на кожній горизонталі, на
кожній вертикалі, на кожній діагоналі обох напрямків (тобто на множині
клітинок, розташованих під кутом 450 або 1350 до горизонталі) стояло рівно
по одному ферзю?
Розв язання
Так. Можна. Першого ферзя ставимо довільно. Потім ставимо ще вісім ферзів так, щоб вони били дві горизонталі, сусідні з вже зайнятою, дві сусідні вертикалі та чотири сусідні діагоналі, і при цьому не били один одного. Відтак продовжуємо цей процес нескінченно, щоразу займаючи ще по дві горизонталі, по дві вертикалі та по  чотири діагоналі ( можливо інколи для цього потрібно буде не вісім ферзів, а менше – відповідна лінія вже битиметься).
Відповідь: можна.
Завдання №5
В трапецію ABCD вписано коло, яке дотикається бічної сторони AB в точці М. АМ = 18см. Знайти сторони трапеції, якщо її периметр дорівнює 112см, а площа 672 см2.
Розв`язання
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1) P= 2*(18+x+y+z); 18+x+y+z=56; x+y+z= 38.
S = (18+x+y+z)*h =  * h;
h= 4S/P; h= 4*672/112=24 см.
h=2*r, r=12 см. 

2) За властивістю вписаного кола ▲ABO і ▲COD –прямокутні (О=900);
Звідси 122 = 18*x,  x=8 см.  y+z=30 см, y*z=122,  y=6 см , z=24 см.
3) Отже, у першому випадку АВ=18+х=18+8=26 см, ВС=x+y =8+6=14 см,
СD=y+z=6+24=30см, AD=18+z=18+24=42 см.
 У другому випадку АВ=18+х=18+8=26 см, ВС=x+z =8+24=32 см,
СD=y+z=6+24=30см, AD=18+y=18+6=24 см.
Відповідь: 26 см, 14 см, 30см, 42см або 26 см, 32 см, 30см,       24см.
6.Через т. О – середину діагоналі АСІ ,куба АСВDАІСІВІDІ , перпендикулярно до неї проведено площину α. Площа ортогональної проекції грані ААІВВІ становить 1.Знайдіть площу ортогональної проекції куба на площину α.
[image: ]
Розв’язання.
Оскільки грані ААІВІВ,  ААІDІD і АСВD Утворюють однакові кути із діагоналлю АСІ ( рис.2.) тому кути між даними грання ми і площиною α також рівні, тому їх проекції на α мають однакові площі . Тому проекція куба на α має площу 3. (рис.3.)       
      Відповідь :3.



[bookmark: _GoBack]Завдання №7.   Для деякого простого числа «р» існує натуральне число «к» таке, що  є натуральним. Знайдіть усі такі числа «р».
Розв’язування.





Нехай  число «р» просте і р>2, тоді р=2п+1, де п- натуральне. Тому при к=п2, умова задачі виконується: - натуральне число. Розглянемо випадок : р=2. Нехай - натуральне число тому його квадрат:   - також натуральне число. Оскільки (2к+1)2<(4к2+8к)<(2к+2)2, то 2к+1<<2к+2. Таким чином  не є натуральним.
Відповідь : Довільне непарне просте число.
Завдання №8

Знайти множину значень функції : f(x) = g(), де g(x)= =||x|2| 1.

Розв`язання
 
1) Визначимо, яких значень може набувати  g(x): 25 – g2(x) ≥0,  
g2(x) ≤ 25;  g(x) є [0;5].
2) Побудуємо графік функції  g(x) = ||x||1.




[image: ]



3) На проміжку [0;5] функція g(x)= ||x||1 набуває значень від -1 до 2.
Так як  є [0;5], то область значень f(x) = g(t), де t=,  є такою: [-1;2].


Відповідь: E(f(x)):[-1;2].
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