10 клас
Розв’язки ІІ туру  Інтернет-олімпіади
Завдання №1. Заповніть дану таблицю числами так, щоб у кожному рядку та стовбці числа утворювали геометричну прогресію .
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Розв’язання.
Нехай знаменник прогресії,  яка записана в першому рядку, буде q. Тоді в першому рядку стоять числа 6q–2, 6q–1, 6, 6q. Звідси знаходяться знаменники прогресій в першому, другому і четвертому стовпчиках,  а саме: 



72:6q–2=12q2, ==2·(3q)1/3 і 1,5· (3q–1)1/2 відповідно. 
   Тому друге число другого стовпчика дорівнює 12·(3q–2)1/3.
Таким чином, знаменник прогресії у другому рядку дорівнює 1/6·(3q–2)1/3. Звідси випливає, що друге число четвертого стовпця дорівнює 72·(1/6 (3q–2)1/3)3 = q–2. 
  З іншого боку, воно дорівнює 6q·3/2·(3q–1)1/2 = 9·(3q)1/2. Звідси  q–4 = 243q,  Отже,  q = 1/3,   і маємо таку таблицю:
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Завдання №2.  У трикутнику АВС кут А тупий. АН – висота трикутника. Коло з 
центром Н та радіусом АН перетинає АВ і АС у точках М і К відповідно. Доведіть, що АМ·АВ=АК·АС.
1 спосіб
Розв’язання.



Позначимо  АКМ=а, тоді  АНМ =2а. Трикутник АНМ рівнобедрений, тому  МАН=90-а 



[image: ]отже АВН=а,  тому сума  АВН і МКС=1800 . Отже,  ВМКС вписаний  в коло для якого АВ і АС січні . За властивістю січних АМ·АВ=АК·АС. 



2 спосіб
Розв’язання.

Нехай  ABC – даний,  - тупий, AH - висота, коло з центром H і радіусом  HA перетинає сторону AB в т.M, AC - в т.K, BC – в точках P і N.




.

 кут між січними, тому




[bookmark: _Hlk498379804]
Тоді  (за двома кутами)
Звідси  або , що й потрібно було довести.

Завдання № 3.     Розв’яжіть рівняння: 


Розв’язання.

















Позначимо   і . Очевидно, що в даному випадку  і . Тоді дане рівняння можна записати у вигляді   або  , де функція  задається формулою   на множині . На даній множині функції   зростає, так як є сумою функцій   і ,  які є зростаючими на множині . В такому випадку на множині  рівняння  і  рівносильні. Тобто, рівняння  рівносильне системі   яка має єдиний розв’язок. 
Відповідь: .
Завдання № 4.  Послiдовнiсть невiд’ємних дiйсних чисел  є такою, що і для всiх . Доведіть, що при m  3 виконується : .
Розв’язання.
З умови випливає, що послідовність  є геометричною прогресією, знаменник .
Застосуємо метод математичної індукції:
1. При m=3    Нерівність виконується.
1. Припустимо, що нерівність виконується при m = k.
1. Доведемо, що нерівність виконується при m = k+1.

.
Оскільки , а  при  і , .
Отже, при m  3 виконується нерівність .

Завдання № 5. Розв’яжіть функційне рівняння   для будь-яких .
Розв’язання.
1 спосіб
 
Замінемо  на . Отримаємо рівняння:
  

Замінемо  на . Отримаємо рівняння:


Отримаємо систему рівнянь:

Заміна: 

Розв’яжемо систему рівнянь методом додавання:


Зворотна заміна:



               .
Відповідь:  , для  .

2 спосіб
[bookmark: _GoBack]Розв’язання.
З умови випливає, що x0; x1.
Замінимо в рівнянні змінну х спочатку на вираз , потім – на вираз 
 
 
2) 
 
Розв’яжемо систему трьох рівнянь:
 
Віднімемо від 1 рівняння 2 рівняння.
Маємо: 
 
Додавши ці рівняння, отримуємо: 
 
 
 
Тоді 
Перевірка:
Підставимо ці результати в задане рівняння:
 

Відповідь: ,   .
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