Завдання № 1

Розкладіть на множники многочлен



де 
Розв’язання:
Скористаємось тотожністю



Якщо  , то маємо:










При  маємо:


З іншого боку


тобто рівність


виконується при всіх значеннях змінної.

Відповідь:  



Завдання № 2


Розв’язати рівняння [image: ][image: ] в натуральних числах.
Розв’язання:
Нехай [image: ][image: ]
Маємо систему:
[image: ]
Помножимо перше рівняння на [image: ][image: ] і додамо:
[image: ]
Тоді [image: ][image: ]
[image: ]
[image: ]
Оскільки [image: ][image: ] – просте число, то і [image: ][image: ] і  [image: ][image: ], то маємо лише один можливий варіант:
[image: ]
Звідси [image: ][image: ]
Початкова система набуває вигляду
[image: ]
В натуральних числах система має лише два розвʼязки:
[image: ][image: ] або[image: ][image: ]
Відповідь:  [image: ][image: ] або[image: ][image: ]
Завдання № 3


Два тіла починають одночасно рухатись по взаємно перпендикулярних
прямих Ox і Oy . Перше тіло рухається зі швидкістю v по прямій Ox від
точки А до точки О, що знаходиться на відстані a від точки А. Друге тіло
рухається зі швидкістю [image: ][image: ] по прямій Oy від точки В до точки О, що
знаходиться на відстані b від точки В. Знайти найменшу відстань між цими
тілами під час руху.
Розвʼязання:
Нехай [image: ][image: ] – час руху.
Тоді відстані від тіл до точки [image: ][image: ]
[image: ]
Відстань між тілами в процесі руху обчислимо за теоремою Піфагора:
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Найменшого значення підкореневий вираз, а отже і функція [image: ][image: ] досягає у вершині параболи, тобто в в момент часу
[image: ]
Знайдемо цю найменшу відстань:
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Відповідь:  [image: ][image: ]


Завдання № 4


Учень десятого класу здійснив купівлю печива і по дорозі додому
обчислював: він помножив цілу частину ціни 1 кг печива на цілу частину
маси купленого печива і отримав 24. Після того він помножив цілу частину
ціни на дробову частину маси і отримав 1,2. Під кінець, він помножив
дробову частину ціни на цілу частину маси і отримав 2. Визначте вартість
купленого печива.
Розв’язання:
Нехай учень купив [image: ][image: ] кг печива за ціною [image: ][image: ] грн за кілограм.
За умовою задачі
[image: ]
Додамо перші два рівняння:
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Додамо перше і третє рівняння:
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Помножимо отримані результати:
[image: ]
Оскільки [image: ][image: ], то
[image: ]
Отримана величина і є вартістю купленого печива.
[bookmark: _GoBack]Відповідь:  [image: ][image: ] грн.
Завдання №5 


 Таблицю розмірами 55 заповнили натуральними числами 1,2,...,25,
причому будь-які два сусідні натуральні числа знаходяться у сусідніх зі
спільною стороною клітинках. Дослідіть, яка максимальна кількість
простих чисел могла опинитися в одному стовпчику такої таблиці.
Розв’язання:
Розфарбуємо таблицю в шаховому порядку. Тоді парні числа попадуть на клітинки одного кольору, а непарні – на клітинки іншого кольору.
Оскільки в кожному стовпчику не більше трьох клітинок одного кольору, то в ньому розміщено не більше трьох чисел однієї парності.
Всі прості числа, крім [image: ][image: ] – непарні, тому в стовпчику не більше трьох непарних простих чисел.
Отже, загальна максимальна кількість простих чисел в стовпчику дорівнює чотирьом.
Приклад таблиці, в якій є [image: ][image: ] простих числа в стовпчику (виділені червоним кольором):
	21
	20
	19
	18
	17

	22
	3
	2
	1
	16

	23
	4
	5
	6
	15

	24
	9
	8
	7
	14

	25
	10
	11
	12
	13



Відповідь:  чотири.
 Завдання № 6
Трикутник АВС – рівносторонній. Точка К – середина АВ, точка М
належить стороні ВС, точка Р – стороні АС, причому ВМ:СМ=1:3. Знайдіть
відношення АР:СР, якщо периметр трикутник КМР є мінімально можливим.
Розв’язання:
Позначимо сторону трикутника  і введемо систему координат, як показано на рисунку.
[image: ]
Відобразимо даний трикутник симетрично відносно осі абсцис.
[image: ]
Отже, периметр буде найменшим, якщо точки [image: ][image: ] лежать на одній прямій.
Складемо рівняння прямої [image: ][image: ]:
[image: ]
Тоді
[image: ]
Рівняння прямої запишемо у вигляді
[image: ]
Для знаходження коефіцієнтів маємо систему:
[image: ]
Віднімемо рівняння:

[image: ]
Тоді [image: ][image: ] 
Рівняння прямої [image: ][image: ]
Ордината точки [image: ][image: ] дорівнює нулю, тому її абсциса [image: ][image: ]
Оскільки
[image: ]
то
[image: ]
Відповідь:  [image: ][image: ]


Завдання № 7
Із Хмельницького у Кам’янець-Подільський (відстань між якими
дорівнює 91км) на велобайках вирушила група туристів. Один із велобайків
обладнаний навігатором, який вказуває час, що залишився до прибуття в
Кам’янець-Подільський , враховуючи, що середня швидкість на ділянці
шляху, що залишилася, дорівнює середній швидкості на пройдені ділянці
шляху. Через 30 хвилин після початку руху і протягом наступних 5 год
навігатор постійно показував , що прибуття в Кам’янець-Подільський
відбудеться через 1 годину. Чи могло так бути? Якщо так, то яку відстань
проїхали туристи на кінець цих 5 -ти годин?
Розв’язання:
Нехай [image: ][image: ] – час руху туристів [image: ][image: ]
Позначимо [image: ][image: ] – пройдену ними відстань.
Тоді середня швидкість на пройденому шляху дорівнює
 [image: ][image: ] км/год.
Шлях [image: ][image: ] км туристи повинні проїхати за годину, тому середня швидкість [image: ][image: ] км/год.
Отже,
[image: ]
[image: ]
Функція [image: ][image: ] – строго зростаюча, тому описана ситуація можлива.
За цей час туристи проїдуть
[image: ]
Відповідь:  [image: ][image: ] км.

Завдання № 8
Доведіть , що при всіх натуральних n ≥ 2 справджується нерівність 2n≥ n.

Розв’язання:
Доведіть, що при всіх натуральних [image: ][image: ] виконується нерівність [image: ][image: ]
Розв’язання:
Очевидно нерівність виконується при [image: ][image: ]
Розглянемо послідовність [image: ][image: ] Доведемо, що вона зростаюча.
[image: ]
отже,
[image: ]
А це і означає, що дана нерівність є вірною.
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